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 لفصل الاولا
 : بعض المواضيع في الاحتمالات 

 ، فٍشر وسحٍودنث مربع كاي الذوال غٍر الخطٍة:

 Chi – Square Distribution  ايكمربع  توزيع 

توزيع مربع كاي  ىو من أكثر التوزيعات استخداما في لراؿ اختبار الفروض 
 بأنواعها، ويمكن تعريفو كما يلي:

غتَات عشوائية مستقلة كل منها تتبع التوزيع ، مت  X1, X2, . . . Xνلتكن 
  الدتغتَ(. µ = 0, σ =1الطبيعي الدعياري )

X = X1
²
 + X2

²
 + . . . + Xν

²
 

 لذا دالة الكثافة التالية: 
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   ىي الدالة قاما: Γ(α)حيث 
             

  0
0

1  


   dtet t 

X ~ χ²     درجة حرية ونكتب ν ب مربع كاي تتبع التوزيع  Xو نقوؿ أف 
ν

.
 

 :تكتب كما يلي )χ²) Fالتجميعية  الدالة
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E(X) = ν,     V(X) = 2ν,      M(t) = (1-2t)      مربع كايخصائص توزيع 
-ν/2 

شكلو حسب قيمة الثابت  f(x)ويأخذ منحتٌ .  α = ν/2, β = 2حالة خاصة من توزيع قاما بوضع  دالة التوزيع مربع كاي  ىي
ν العمودي ويأخذ شكلا جرسيا كلما زادت قيمة ا فشيئا عن المحور ونلاحظ من الرسم أف الدنحتٌ يبتعد شيئν ونبرىن أنو عند .
ν  َكبت  (ν ≥ 30)  12²2فإف   .تتبع التوزيع الطبيعي الدعياري 
  ،على المحور الأفقي )أنظر الرسم الدقابل( من خلاؿ  مربع كاي ( لدتغتَتعتُ نقطة )قيمة افي الجداوؿ الاحصائيةν 

p  = P(X ≤ χ²)تحت الدنحتٌ  مربع كاي على يسار  p الدساحة بالإضافة إلى
ν;p) بدلالة الدساحة  مربع كاي . وأحيانا تحدد النقطة

  χ²α,νو  χ²p,νنجد في كتب الاحصاء كل من الكتابتتُ: لذلك (  α  = 1- pعلى يمينها )

x 

ν = 15 

ν = 10 

ν = 6 

ν = 3 

ν = 1 

ν = 2 

0 6 12 18 24     

0.25 

f(x) 

 جذرج منحنى مربع كاي حسب درجة الحرٌة    1 رسم
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 pعلى المحور من خلاؿ قيمة  كاي   مربعتعيتُ نقطة   2 رسم 

X1 ~ χ²حيث nـ ع مستقلة عددىا لتكن  نظرية:
ν1

 , . . . , Xn
 ~ χ²

νn
    لرموع ىذه الدتغتَات   




n

i

iT XX
1

~ 

χ²
νT

   ،νT = ∑νi. 

 Distribution of Studentتوزيع ستيودنت

χ و Y~ N(0, 1)حيث  Zو Y ستقلافالعشوائيتاف الد الدتغتَافلتكن 
ν² Z ~ الدتغتَ  ؛

/Z

Y
T 

    
لذا دالة   تتبع توزيع

 الكثافة التالية
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 T ~ tν    نكتب: و  درجة حريةνستيودنت ب تتبع توزيع  Xو نقوؿ أف الدتغتَ

  خصائص توزيع ستيودنت
 E(T) = 0,        V(T) = ν/(ν-2)   for  (ν > 2)  

 
  ستيودنت حسب درجة الحرية  منحتٌج تدر  3  رسم


نقطة مناظرة لذا سالبة حيث الدساحة  tمما يعتٍ أف لكل نقطة موجبة  0متماثل حوؿ الدتوسط t نلاحظ أف منحتٌ  

 . t1-p = - tpنكتب و  ،(t–)تساوي الدساحة تحت الدنحتٌ علي يسار  tتحت الدنحتٌ على يمتُ 

بيعيط  

ν = 4 

ν = 1 

0.4 

f(t) 

-4     -3 -2      -1      0       1       2        3        4 

t 

x 

0 

f(x) 

p=1- α 
α 

χ²p,ν 
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. وعموما، يعتبر  νنحتٌ الطبيعي الدعياري كلما زادت قيمة يقتًب من الد f(t)بالإضافة إلى ذلك فإف منحتٌ  

 . ν ≥30الإحصائيوف أف الدنحنياف يتطابقاف تقريبا عند 


 تحت الدنحتٌ tعلى يسار  pوالدساحة  νمن خلاؿ  t( لدتغتَتعتُ نقطة )قيمة افي الجداوؿ الاحصائية،  

) (p = P(T ≤  tν;p)وأحيانا تحدد النقطة . t  بدلالة الدسا( حة على يمينهاα = 1 - p )  : ونكتبtp,ν   أوtα,ν . 

 Distribution of Fisher (Fتوزيع فيشر )
 

x 

(10, 50) 

(10, ? ) 

(10, 10) 

1.0 

(10, 4) 

f(x) 

0,5 

     0  1  2  3

  4 

  

 تدرج منحتٌ فيشر حسب درجة الحرية   4 رسم 

X1 ~ χ   ستقلافالعشوائيتاف الد الدتغتَافليكن لدينا 
ν1

χ   و ²
ν2

² X2 ~  .َالدتغت :
22
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/
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X

X
X    :لذا دالة الكثافة  
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  X ~ Fν1, ν2    نكتب:و  درجة حرية 2νو 1νتتبع توزيع فيشر ب  Xو نقوؿ أف الدتغتَ

 خصائص توزيع فيشر: 
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 ν2و  ν1من خلاؿ ثلاثة معالم:  Fلذلك تحدد أي نقطة و  ν2و  ν1 إلى كل من xبالإضافة ؿ  f(x)ويظهر من الدعادلة تبعية منحتٌ 

  Fp, ν1 , ν2( ، ونكتب Fقطة )الدساحة تحت الدنحتٌ على يسار الن p و

  . p = 0.99و   p = 0.95عند  Fفي الغالب تعطي الجداوؿ الإحصائية قيم و   
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 Pو   ν1, ,ν2ٌحم فً الجذول ٌحم من خلال  Fجعٍٍن قٍمة  5 رسم
 .  1نظرية 

1221 ,,,,1 /1  pp FF  
 . 2نظرية 

2

),2/(1,1,1  pp tF   
 .  3نظرية 



 



2

,

,,

p

pF 

 

 خلاصة
 كن تلخيص أىم ما تضمنو ىذا الدبحث في الجدوؿ التالي:يم

 أهم ما يجب معرفته عن دالة الكثافة المتغير العشوائي التوزيع

 مربع كاي توزيع 
X ~ χ²

ν  

متغتَات عشوائية مستقلة كل  Xiإذا كانت 
 منها تتبع التوزيع الطبيعي الدعياري، و   

X = X1
²
 + X2

²
 + . . . + Xν

² 

X ~ χ²إرن: 
ν 

f(x) = 0   for    x ≤ 0 

 

E(X) = ν,     V(X) = 2ν 

 توزيع ستيودنت
T ~ tν 

 Zو Y ستقلافالعشوائيتاف الد الدتغتَافلتكن 
χو  Y~ N(0, 1)حيث 

ν² Z ~ إذف: ؛ 

  ~ tν 
/Z

Y
T  

E(T) = 0,   
 V(T) = ν/(ν-2)   for  (ν > 2) 

 

 توزيع فيشر

X ~ Fν1, ν2
  

 مسػػتقلاف إذا كانػت لػػدينا متغتَتػاف عشػػوائيتاف
 حيث:

   X1 ~ χ
ν1

χو   ²
ν2

² X2 ~ ،  

 Fν1, ν2 ~ فإف 
22
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X  

f(x) = 0   for    x ≤ 0 
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 السلوك الحقاربً لبعض الحوزٌعات الاححمالٍة

بعض حالات التقارب الذي يحصل بتُ عدد من التوزيعات الاحتمالية الشهتَة. ونقصػد بالتقػارب بػتُ تػوزيعتُ الدبحث نتناوؿ في ىذا 
بواسػػوف مػػثلا( أف يعطػػي التوزيعػػاف نتػػائبخ متقاربػػة مصػػومم احتمػػاؿ معػػتُ، ممػػا يعػػتٍ إمكانيػػة اسػػتخداـ تػػوزيعتُ احتمػػاليتُ  لثنػػائي و)ا

 )وأحيانا أكثر( لحساب احتماؿ معتُ. علما أننا قد تطرقنا من قبل بإيجاز إلى ىذا الدفهوـ عند دراستنا لذذه التوزيعات.

 والتوزيع الطبيعيالتقارب بين التوزيع الثنائي 
 كبتَة جدا.   عدادالأ nعندما تؤوؿ  X ~ B(n,p)التوزيع الثنائي  متغتَللندرس السلوؾ التقاربي ل

 مرات. 16مرات،  8مرات،  4يمثل عدد مرات الحصوؿ على صورة عند رمي قطعة نقدية : مرتتُ،  Xليكن 
 

 

 
 
 

 . Xللمتغتَالسلوؾ التقاربي  يظهر n = 2  ،n = 4  ،n = 8  ،n =16للحالات  Piبرسم منحنيات 
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 p = 0.5 الثنائي لدا السلوؾ التقاربي للتوزيع   6رسم 

ىذه  . µمتماثل حوؿ التوقع و  تؤدي إلى الحصوؿ على منحتٌ ذا شكل جرسي nيظهر من مقارنة الدنحنيات الأربعة أف زيادة قيمة 
 z = (x - µ)/σ ةالدعياري الدتغتَمن أجل التعميم نعتبر  لكن التحوؿ يكوف أكثر بطأ. p ≠ 0.5الدلاحظة تصدؽ أيضا في حالة 

 ظ في الشكل أسفلو ىو ما تثبتو النظرية التالية: حالدلا Z. إف السلوؾ التقاربي ؿ Xذات التوزيع الثنائي  الدتغتَبذات  الدلحقة
).1,0(:),(~ N

npq

npX
YpnXsoit

n
 





B

 
 .≈ N(0,1)  Yونكتب

2 1 0 Xi 
¼ 1/2 1/4 Pi 

4 3 2 1 0 Xi 
1/16 4/16 6/4 4/16 1/16 Pi 

8 7 6 5 4 3 2 1 0 Xi 
0,004 0,031 0,109 0,219 0,273 0,219 0,109 0,031 0,004 Pi 
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 الدعيارية  الدتغتَمن خلاؿ  السلوؾ التقاربي للتوزيع الثنائي     7رسم 

 قاعدة: 
يعطي التوزيعاف نتائبخ أكثر تقاربا  و  يمكن اعتبار التوزيع الثنائي كتقريب جيد للتوزيع الطبيعي. 0غتَ قريب من  p  و كبتَة   nفي حالة

 كبتَة أكثر.  ونكتب:  nكلما كانت 










b
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 وكقاعدة : 0.5قريب من  pو مما يسرع تقارب التوزيع الثنائي من التوزيع الطبيعي كوف 

 ما عموما نعتبر أن التقريب ملائم عندnp  وnq    5كلاهما أكبر من. 
 ُيعتمد قاعدة أخرى ىي أف يكوف أحد الشرطتُ التاليتُ متوفرين:  عدد من الاحصائيت 

o npq ≥ 9  

o n ≥ 20 , np ≥ 10, nq ≥ 10 

 . n = 20 الثاني عند و  n = 36( يتحقق عند 1، الشرط ) p = 0.5في حالة 
 . n = 100، الشرطتُ يتحققاف عند  p = 0.10في حالة 

 . المستمر المتغيرإلى  متقطعال المتغيرالانتقال من 
. من أجل ذلك متقطع يعتٍ حساب الاحتماؿ عن طريق توزيع مستمر بينما الدتغتَالتوزيع الثنائي لا من ستخداـ التوزيع الطبيعي بدلا

 .فتًة الأصلي الدتغتَيتم اعتبار كل قيمة في 
 . P(3.5 ≤  X ≤  4.5)   ما يلي: تجربة يصاغ ك nنجاحات خلاؿ  4احتماؿ ؿ. مثا

ثم أدرس إمكانية استخداـ نظرية  P(X = 8)عدد مرات الحصوؿ على صورة. أحسب  Xمرة. ليكن  20: نرمي قطعة نقدية 2مثال
 لابلاس لحساب نفس الاحتماؿ.  -موافر

 X ~ B(20, 0.5) , P(X = 8) = F(8) – F(7) = 0.2517 – 0.1316 = 0.1201. 

Pi Pi 

Pi 
Pi 
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، n =10 ،np =10 إذا شئنا استخداـ القاعدة الثانية فإننا نجد أيضا أف :و  ، nq = 10 >5وكذلك  np = 10 >5لدينا 
nq=10 يمكن إذا اعتبار ،Y = (X-10)/√5  ~ N(0 ,1)  الدستمر الدتغتَ. نستخدـ X*  بدلا منX فتًةلحساب احتماؿ ال 
 [8.5 ,7.5] ىوو  8عن القيمة  ةالدعبر 

12.0)67.612.1(
24.2

105.8

24.2

105.7
)5.8*5.7( 







 



 ZPZPXP

 

 الثنائي وتوزيع بواسونالتقارب بين التوزيع 
و يستخدـ بعض الإحصائيتُ كشرط  nq < 5أو   np < 5و  n ≥ 30عطي توزيع بواسوف نتائبخ قريبة من التوزيع الثنائي لدا ي

 لاستعماؿ قانوف بواسوف بدلا من القانوف الثنائي القاعدة التالية:
  n ≥ 25  و p ≤ 0,1 

 من انتاج ىذه الآلة عشوائيا. ةوحد 30خذ من إنتاج آلة ما يعد تالفا، نأ%  10  مثال :
 أحسب احتماؿ أف يكوف ىناؾ وحدتاف تالفتاف. 

        P(X = 2) = C
2

30 (0,1²) (0.9
28

) = 0.22       
 لاستعماؿ توزيع بواسوف نحسب أولا قيمة الدعلمة )معلمة قانوف بواسوف(:  n ≥ 25 ،p ≤ 0.1لدينا 

  λ = µ = np =30 * 0,1 = 3 
P(2) = λ

x
 * e - λ/x! = (3

2
 * e 

-3
) / 2! = 0.22 

  نظرية النهاية المركزية
 ، . . . . متغتَات عشوائية مستقلة لذا نفس التوزيع الاحتمالي بتباين ومتوسط لزددين. إذا كانتX1 ،X2لتكن الدتغتَات 

Sn = X1 + X2 + . . . + Xn            (n = 1, 2, . . .),     

 فإننا تكتب :   σSn = σ√n و   E(Sn) = nµبما أف و   . ∞→ nالطبيعي عندما  تتبع التوزيع Snفإف  
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لذا نفس الدتوسط والتباين حتى ولو لم يكن لذا بالضرورة نفس التوزيع،  Xiفي الحقيقة فإف النظرية لزققة عندما تكوف الدتغتَات الدستقلة 
 يكوف للمتغتَات نفس التوزيع الاحتمالي ولا حتى أف تكوف مستقلة. مع العلم أنو توجد صيغ أخرى لذذه النظرية حيث لا يشتًط أف

تتبع  الدتغتَلابلاس التي تطرقنا إليها سابقا ىي حالة خاصة من نظرية النهاية الدركزية، ذلك أف  -تجدر الإشارة إلى أف نظرية موافر
 . B(1, p)توزيع البرنولي يمكن اعتبارىا لرموعا لعدد من الدتغتَات الدستقلة ذات ال B(n, p)القانوف 

  خلاصة 
. من أجل ذلك متقطع يعتٍ حساب الاحتماؿ عن طريق توزيع مستمر بينما الدتغتَالتوزيع الثنائي لا من ستخداـ التوزيع الطبيعي بدلا

 .فتًة الأصلي الدتغتَيتم اعتبار كل قيمة في 
تتبع التوزيع ( لذا نفس التوزيع الاحتمالي بتباين ومتوسط لزددين  متغتَات عشوائية مستقلة) Snنظرية النهاية الدركزية تنص على أف 

 ونكتب:  σSn = σ√n و   E(Sn) = nµ بمتوسط ∞→ nالطبيعي عندما 
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الدذكورة آنفا في الدبحث بالإضافة إلى التوزيعات  قواعد الدستخدمة كشروط للتقريب بتُ التوزيعات الاحتماليةالرسم البياني التالي يبتُ ال
 معيارية(. الدتغتَيعتٍ  cr)الرمزخرى التي درست في الفصوؿ السابقة الأ

 

  

[N(0, 1)]² tν² 

Χν
2 
/ ν Fν1, ν2 

 

ν→ ∞ 

 

ν = 1 ν1 = 1 

ν2 = ν 

ν1 = 1 

ν2→ ∞ 
ν1= ν 

ν2→ ∞ 

يبيه قواعذ التقريب بيه القواويه الاحتماليت  8رسم 
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 الفصل الثاني

 نظرية توزيع المعاينة

ق ومصػاا البحػوث في لرتمعاتنا الدعاصرة عمليات الاستقصاء، ففي عالم الأعماؿ تقوـ الدؤسسات عن طريػق مصػاا التسػوي تنتشر
وفي وسائل الإعلاـ لا يمر يوـ دوف أف يعلن عن نتائبخ استقصاء ، والتطوير بإجراء استقصاءات للإطلاع على توجهات الدستهلكتُ

مواضػػػيع سياسػػػػية أو اجتماعيػػػػة متعػػػددة، منهػػػػا الاستقصػػػاءات الدثػػػػتَة للجػػػدؿ حػػػػوؿ الأراء السياسػػػػية  وؿحػػػػجامعػػػة أو أجرتػػػو لرلػػػػة 
لحملات الانتخابية. فما ىي الأسس النظريػة الرياضػية الػتي تسػتند عليهػا الاستقصػاءات الدختلفػة ف أو كيػ  يمكػن اللمواطنتُ أثناء 

الإجابػػة علػػى ىػػذه الأسػػئلة و غتَىػػا تتطلػػب فهػػم الاسػػتدلاؿ مػػن خػػلاؿ بيانػػات عينػػة علػػى خصػػائص ا تمػػع الػػذي أخػػذت منػػوف 
ما سنتناولو الخصائص الدناظرة لذا في العينة وىو و ل الدتوسط، التباين وغتَىا، مثالعلاقات الرياضية بتُ الخصائص الدختلفة للمجتمع 

 في ىذا الفصل. في الفصوؿ الدقبلة سندرس عددا من التطبيقات لذذه العلاقات الرياضية.

 مفاهٍم إحصائٍة

 Population and sample المجتمع والعينة 
 نشرح ىذين الدصطلحتُ من خلاؿ الأمثلة التالية:

 جندي من بتُ لرموع  100ترغب الإدارة العسكرية في تقدير الوزف الدتوسط للجندي، فتقوـ أخذ أوزاف عينة من  قد
 الجنود )ا تمع(.

 الولايات، فتقوـ باستجواب  10 ترغب ىيأة معينة بالبحوث السياسية في تقدير نسبة الناخبتُ الدساندين لدرشح معتُ في
 ناخب الدستجوبوف يمثلوف العينة. 1000في الولايات العشر يمثلوف ا تمع بينما اؿ  ناخب من كل ولاية. الناخبوف 100

  الكتابة، و  نحسب عدد مرات الحصوؿ على الصورةو  مرة 100من أجل معرفة مدى دقة صنع قطعة نقدية ترمى القطعة
 .100حجم العينة ىنا ىو 

 دد من الدرات بسحب كرة نسجل لونها ثم نعيدىا. عدد نقوـ ع ،التي من لوف معتُ ،لتقدير نسبة الكرات داخل صندوؽ
 الكرات الدسحوبة يمثل حجم العينة.

ليس الأفراد أو الأشياء التي تم قياسها )لرتمع الأوزاف، لرتمع آراء و  نلاحظ أف مصطلح ا تمع يقصد بو القياسات أو القيم
ئبخ رميات قطعة النقد(، أما العينة فهي عادة تكوف لزدودة، ونرمز الناخبتُ..(، كما أف ا تمع قد يكوف لزدودا أو غتَ لزدود )نتا

 .n، ولحجم العينة ب Nعادة لحجم ا تمع ب 

  العينة النفادية والعينة غير النفادية

ملية لا يؤدي إلى تقليص عندما يكوف السحب بالإرجاع حيث يمكن أف تظهر الدفردة أكثر من مرة في العينة، نسمي ىذه الدعاينة غتَ نفادية لأف تكرار الع
، العكس نسمي الدعاينة بدوف إرجاع معاينة نفادية. ىناؾ فرضيتاف تتكرراف في عدد من العلاقات الرياضية التي سنراىا لاحقاو  عدد الدفردات في ا تمع،

غتَ نفادية، وإذا كانت كذلك، يمكن اعتبار ا تمع  ا تمع لانهائي. يتحقق شرط الاستقلاؿ إذا كانت الدعاينةو  هما فرضية أف قيم مفردات العينة مستقلة
 لرتمعا غتَ لزدود. 
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  Random Sample العشوائيالعينة 

، أحد الطرؽ الدستخدمة ىي العينة العشوائي. نظريا )قد يصعب تحقيق ذلك في الواقع(،  نقوؿ عن عينة أنها العينة ممثلة للمجتمعمن أجل أف تكوف 
البسيطة. لإنجاز ذلك إما أف نسحب  العشوائيينة . تسمى ىذه العينة بالعة في ا تمع نفس الاحتماؿ لأف تكوف في العينةلكل مفردعشوائية إذا كاف 

 .العشوائيالدفردات بطريقة عشوائية أو نرقم مفردات ا تمع ثم نحدد العينة من خلاؿ لرموعة من الأعداد تؤخذ من الجداوؿ الإحصائية للأعداد 

  Parametrical population معالم المجتمع
كأف   f(x)نقصد بمعالم ا تمع لرموعة من خصائصو مثل الدتوسط، التباين، معامل التماثل، ...  من خصائص ا تمع أيضا طبيعة توزيعو الاحتمالي 

  يكوف طبيعيا أو غتَه.

    Sampling Statisticإحصائية المعاينة 
...( ننطلق من بيانات العينة، حيث نحتاج إلى حساب معالم مثل متوسط p   النسبة ، σ ²  ، تباين ا تمعµلتقدير معالم ا تمع )متوسط ا تمع 

قيمة معالم ا تمع  ا من بيانات العينة من أجل تقدير. بصفة عامة، نسمي كل قيمة تحسب انطلاق ’p، النسبة في العينة S²، تباين العينة m العينة
 التي تمثل القيم المحصل عليها في العينة. العشوائي)رياضيا( إحصائية الدعاينة ىي كل دالة في الدتغتَات  إحصائية الدعاينة. نظريا

   المعاٌنة للمحوسطات جوزٌع

 متوسط توزيع المعاينة للمتوسطات
(ف أحسب mتتُ )مكونة من مفرد بالإرجاع. ما ىي القيمة الدتوقعة لدتوسط عينة مسحوبة 8، 6، 5، 3، 1 : ليكن ا تمعمسألة

 حسب كل عينة. mi.  من أجل تحديد ذلك أحسب جميع الحالات الدمكنة للمتوسط µو m. قارف بتُ µ متوسط ا تمع
 25= 5×5عددىا:  5من لرتمع حجمو  n = 2العينات الدمكنة العينات الدمكنة ذات الحجم  

 miنفادية( غتَ  توسطات الدمكنة للعينة )معاينةالد  العينات الدمكنة
(1, 1) (3, 1) (5, 1) (6, 1) (8, 1)  1 2 3 3,5 4,5 

(1, 3) (3, 3) (5, 3) (6, 3) (8, 3)  2 3 4 4,5 5,5 
(1, 5) (3, 5) (5, 5) (6, 5) (8, 5)  3 4 5 5,5 6,5 
(1, 6) (3, 6) (5, 6) (6, 6) (8, 6)  3,5 4,5 5,5 6 7 

(1, 8) (3, 8) (5, 8) (6, 8) (8, 8)  4,5 5,5 6,5 7 8 

 .  m = (∑i mi) / 25 = 4,6ىي متوسط قيمها وىي  miؿ  mالقيمة الدتوقعة 
                           µ = (1 + 3 + 5 + 6 + 8)/5 = 4.6حساب متوسط ا تمع: 

C2: العينات الدمكنة عددىا .بدوف إرجاع. في حالة السحب 1. أوجد نفس مطالب الدثاؿ 2مثال
5 = 10  
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 :ىي متوسط قيمها وىي miؿ  mالقيمة الدتوقعة 
 E(m) = µm = (∑i mi) / 10 = 4,6  

                   µ = (1 + 3 + 5 + 6 + 8)/5 = 4.6 متوسط ا تمع :
 

ع تمثل متوسط عينػة مسػحوبة مػن ذات ا تمػع، فػإف القيمػة الدتوقعػة لدتوسػط  الدتغتَ mإذا كانت ـ ع تمثل لرتمع ما و . 1نظرٌة 
 E(M) = µm = µ تكتب كما يلي:  E(M)العينة 

 
 .  X ةالأصلي الدتغتَلقيم  Xiالبرىاف : لنرمز ب 
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 تباين توزيع المعاينة للمتوسطات 

 حالة المعاينة بالإرجاع
علما أف العينة  σ²m، أحسب التباين )والانحراؼ الدعياري( لتوزيع الدعاينة للمتوسطات 1أحسب تباين ا تمع في الدسألة  .مثال

 تُ تباين ا تمع وتباين متوسطات العينات الدمكنة )توزيع الدعاينة للمتوسطات(. مسحوبة بالإرجاع )غ نفادية(، قارف ب
 

σ²m = [∑i (mi – m)² ]/25 = 2.92;   

σ² = [∑i (xi – µ)² ]/5 = 5.84  

2.92 = 5.84 / 2 

 هد للنظرية التالية: ىذا الدثاؿ يم

 miع تمثل متوسط عينة مسحوبة من ذات ا تمع بالإرجاع، فإف تباين  الدتغتَ miإذا كانت ـ ع تمثل لرتمع ما و .2نظرٌة 

 )تباين توزيع الدعاينة للمتوسطات( يكتب كما يلي: 
n

m

²2 
   حجم العينة. nحيث           

 .  X ةالأصلي الدتغتَلقيم  Xiالبرىاف: لنرمز ب 
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بدوف إرجاع العينات الدمكنة  

 الدتوسطات الدمكنة للعينة أو  
  (توزيع المعاينة للمتوسطات )معاينة نفادية

mi 

(1, 3)     2    
(1, 5) (3, 5)    3 4   

(1, 6) (3, 6) (5, 6)   3,5 4,5 5,5  
(1, 8) (3, 5) (5, 8) (6, 8)  4,5 5,5 6,5 7 

mi 

1 2 3 3,5 4,5 

2 3 4 4,5 5,5 
3 4 5 5,5 6,5 

3,5 4,5 5,5 6 7 

4,5 5,5 6,5 7 8 
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 حالة المعاينة بدون إرجاع.
إرجاع، قارف بتُ تباين ا تمع وتباين في حالة الدعاينة بدوف σ²m أحسب تباين الدتوسطات الدمكنة للعينة  1 في الدسألة مسألة:

 الدتوسطات الدمكنة للعينة.
  

 
 
 
 
 
 

 تباين الدتوسطات الدمكنة للعينة:
     σ²m = [∑i (mi – m)² ]/10 = 2.19   

   σ² = [∑i (xi – µ)² ]/5 = 5.84تباين ا تمع:             
  بطريقة ثانية: ) أو

 σ² = E(X²) – E(X)²  

     = (1 + 9 + 25 + 36 + 64) / 5 - 4.6² = 5.84)  

 الدقارنة بتُ تباين متوسط العينة و تباين ا تمع: 















15

25

2

84.5
19.2

 

 ىذا يمهد للنظرية التالية: 

مسحوبة من ذات ا تمع  nع تمثل متوسط عينة حجمها  الدتغتَ miو Nـ ع تمثل لرتمع ما حجمو  Xإذا كانت . 3نظرٌة 

    يلي:)تباين توزيع الدعاينة للمتوسطات( يكتب كما  miبدوف إرجاع، فإف تباين 
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 وتسمى النسبة 
1



N

nN  الإرجاع.معامل 

 m طبيعة توزيع
 ندرس طبيعة توزيع متوسط توزيع الدعاينة للمتوسطات من خلاؿ النظريات التالية: 

فإف متوسط العينة الدسحوبة منو يتبع أيضا التوزيع الطبيعي بمتوسط  σ²وتباين  µإذا كاف ا تمع موزع طبيعيا بمتوسط .  4نظرٌة 

µ ينوتبا σ²/nونكتب ، m ≈ N(µ, σ²/n) 

 

 الدتوسطات الدمكنة للعينة أو 
 توزيع الدعاينة للمتوسطات )معاينة نفادية(

Mi 
2    

3 4   

3,5 4,5 5,5  

4,5 5,5 6,5 7 
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ليس بالضرورة طبيعيا لكن  σ²وتباين  µإذا كاف ا تمع الذي تسحب منو العينة ذو متوسط  )نظرية النهاية المركزية(:. 5نظرٌة 
أي  mؿ  ةالدعياري الدتغتَ فإف

n

m
z

/


  تؤوؿ إلى التوزيع الطبيعي الدعياري عندما يكوفn   كبتَا(n ≥ 30) ونكتب: 

z ≈ N(0, 1). 

1               ب  σ/√nفي حالة ا تمع لزدود والدعاينة نفادية نستبدؿ العبارة 




N

nN

n
m



 

 n/N ≥ 0.05 عمليا يستخدـ الإحصائيتُ ىذه الصيغة الدعدلة بمعامل الإرجاع للانحراؼ الدعياري عندما

 
توسط والانحراؼ الدعياري . نستخرج كل العينات الدمكنة. أحسب الد σ =12و µ= 02بمتوسط   900لرتمع حجمو   مثال:

 . n = 36 ،(2) n = 64حجم العينة  ( 1: )لتوزيع الدعاينة للمتوسطات في حالة
(1) n = 36 :   n/N = 36/900 = 0.04 < 0.05 => σm = σ/√n = 12/√36 = 2   
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E(m) = µ = 20 

 .22و 18 بتُا لزصور  mأحسب احتماؿ أف يكوف  (n = 36)باستخداـ معطيات الدثاؿ السابق . 2مثال

 .n = 64أحسب نفس الاحتماؿ في حالة  

 0.6827  ) Z  Z P(Z  22) m P(18   1  Z,  1-  
3612/

20-18
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µ-m
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 الجدول التالي يبين أهم خصائص توزيع المعينة للمتوسطات.: خلاصة
 المجتمع المعاينة الخاصية

E(M) = µm = µ لرتمع ما سحب بالإرجاع أو بدوف إرجاع 

n
m

²2 
  لرتمع ما سحب بالإرجاع 
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 Nحجمو  لرتمع ما سحب بدوف إرجاع

m ≈ N(µ, σ²/n)

 
وتباين  µلرتمع موزع طبيعيا بمتوسط  سحب بالإرجاع أو بدوف إرجاع

σ² 

n

m
z

/


 ≈ N(0, 1)  عندما يكوفn   كبتَا(n ≥ 30)  لرتمع بمتوسطµ  وتباينσ²  لكن

 ليس بالضرورة طبيعيا

 جوزٌع المعاٌنة للنسبة  

 : نسبة خاصية ما في العينة. 'p الإحصائية  النظرية التالية تبتُ الدتوسط، التباين، و طبيعة التوزيع
 ’p ، ولتكنةنسبة الدفردات في ا تمع ذات صفة معين pـ ع تمثل لرتمع ما غتَ لزدود وموزع طبيعيا حيث  Xلتكن  : 6نظرٌة 

 E(p')حيث معالدو  p’تمثل نسبة الدفردات ذات الصفة الدذكورة في العينة الدسحوبة من ذات ا تمع، نحصل على توزيع للإحصائية 
 :ىذه الدعالم تساوي ، up'و

n

pq
ppE pp  '' ²;)'(  

 n ≥ 30  :           (p, σp') p’ ≈ Nعند 

 عند حساب الانحراؼ الدعياري. الإرجاع عندما يكوف ا تمع لزدودا والدعاينة نفاديو نضرب في معامل 
قدير نسبة الطلبة الذين حصلوا أختَا على شهادة. تريد الإدارة ت 40 طالب،  100لاحظت إدارة الجامعة أنو في عينة من  .مثال

 بالدائة. 90 يكوف احتمالو فتًةيحصلوف على الشهادة داخل 
P(p1< p’< p2) = 0.9 ; n ≥ 30,  

 n/N < 0.05  كبتَ بحيث :  Nنفتًض أف 
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  جوزٌع المعاٌنة للفروق والمجامٍع

 المتوسط والتباين
نحسب و  S1عينة لزسوبة من ا تمع الأوؿ الإحصائية ليكن لدينا لرتمعتُ نسحب من كل منهما عينة عشوائية، نحسب في كل 

يشكل بدوره  S2 –  S1 . إف الفرؽ S2نفس الاحصائية )الدتوسط مثلا أو التباين ...( في كل عينة من ا تمع الثاني ونسميها 
 عشوائية لذا الدتوسط والتباين التاليتُ:  الدتغتَ

µS – S2 = µS1 – µS2   σ²S1 – S2 = σ²S1 + σ²S2 

 فإف:  المتوسط .  إذا كانت الاحصائية ىي1 مثال
µm1 – m2 = µm1 – µm2 = µ1 – µ2  σ²m1 – m2 = σ²m1 + σ²m2  =  σ²/n1 + σ²/n2 

 
 فإف: النسبة . إذا كانت الاحصائية ىي2 مثال

µp1 – p2 = µp1 – µp2 = p1 – p2  σ²p1 –  p2 = σ²p1 + σ²p2  =  p1q1/n1 + p2q2 / n2 

 تماـ ىو على لرموع الاحصائيتتُ بدلا من الفرؽ بينهما فإف: إذا كاف الاى
µS1 + S2 = µS1 + µS2   σ²S1 + S2 = σ²S1 + σ²S2 

 طبيعة توزيع المعاينة للفرق بين متوسطين 
للفرؽ بتُ متوسطتُ من التوزيع الطبيعي الدعياري.  ةالدعياري الدتغتَ، يقتًب توزيع  n2و n1   30 ≤في حالة : 7نظرٌة 

 µm1 - m2 ≈ N(0, 1 )         كتب:نو 

 
 تحقق من أف :. U2 : 2 ،4وا تمع  .U1 : 3 ،7، 8ليكن ا تمع  : مثال

µU1 – U2 = µU1 – µU2 ;               σ²U1 – U2 = σ²U1 + σ²U2 . 

µU1 = (3 + 7 + 8)/3 = 6 ; µU2 = (2 + 4)/2 =  3 => 

µU1 – µU2 = 6 – 3 = 3 

µU1 – U2 = (1 + 5 + 6 – 1 + 3 + 4)/6 = 3 

σ²U1 = (3² + 7² + 8²)/3 - 6² = 14/3 ;  

σ²U2 = (2² + 4²)/2 - 3² =1 => σ²U1 + σ²U2 = 17/3 

σ²U1 – U2 = (1² + 5² + 6² + 1² + 3² + 4²) / 6 - 3² = 

 (1 + 25 + 36 + 1 + 9 + 16) / 6 - 9 = 17/3  

   U1  

 U1 – U2 3 7 8 

U2 2 1 5 6 

 4 -1 3 4 
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 وجوزٌع المعاٌنة لنسبة جباٌنً عٍنحٍن ٌع المعاٌنة للحباٌنجوز

 للتباينالمعاينة توزيع 

 حالة المعاينة بالإرجاع
، أحسب القيمة الدتوقعة لتباين العينة الدسحوبة بالإرجاع من خلاؿ متوسط تباينات 1مسألة: أحسب تباين ا تمع في الدسألة 
 والقيمة الدتوقعة لتباين العينة. العينات الدمكنة، قارف بتُ تباين ا تمع

   
 

 

 

 

(∑i S²i)/25 = 73/25 = 2.92   =>E(S²) = 2.92 

σ² = E(X²) – E(X)²  

= [(1 + 9 + 25 + 36 + 64)/5] - 4.6² = (135/5) - 21 = 5.84 

E(S²) = 2.92 = 5.84/2 =  σ² (1/n) 

 

ع تمثل تباين عينة مسحوبة بالإرجاع )أو بدوف إرجاع من لرتمع غتَ لزدود(  الدتغتَ S²إذا كانت ـ ع تمثل لرتمع ما و : 8نظرٌة 

 ، فإف :nحجمها 
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²د أف:  ملاحظة: من النظرية نج
1

² 








n

n
SE نقوؿ عن و   

1
²

n

n
S  أنػو مقػدر يرغػتَ منحػرؼير ؿσ² يرمػز لػو ب و‘S² 

 حيث:

1
²²ˆ




n

n
SS

 
 

2 من لرتمع طبيعي، فإف : nإذا أخذنا عينات عشوائية حجمها :  9نظرٌة 

1~
²

²ˆ)1(

²

²



 n

SnnS



 

 

 S²iالتباينات الدمكنة 

0 1 4 6,25 12,3 
1 0 1 2,25 6,25 
4 1 0 0,25 2,25 

6,25 2,25 0,25 0 1 
12,3 6,25 2,25 1 0 
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 10أقػل مػن أو يسػاوي  S². مػا ىػو احتمػاؿ أف يكػوف تبػاين العينػة   n = 16نسػحب منػو عينػة حجمهػا  100:  لػيكن لرتمػع طبيعػي حجمػو  مثاال
 .80علما أف تباين ا تمع 

  
115 ²~

²

²
)),(~

80

16
²()2²()10²(  n

nS
NXSPPSP 




 
 P(X²15 ≤ 2) < 0.005من الجدوؿ      

 المعاينة بدون إرجاعحالة 
بتُ تباين ا تمع وتباين إرجاع، قارف في حالة الدعاينة بدوف σ²m أحسب تباين الدتوسطات الدمكنة للعينة  1 مسألة: في الدسألة

      الدتوسطات الدمكنة للعينة.
   

 

 

 

(∑i S²i) = 5.63 ;   (∑i S²i)/12 = 56.3   => E(S²) = 5..3 

σ² = E(X²) – E(X)²  

     = [(1 + 9 + 25 + 36 + 64)/5] - 4.6² = 5.84 

E(S²) = 56.3 = 3654*(5/4) (1/2)  

 = σ² * [(n-1)/ n] [N/ (N-1)]  

مسحوبة من ذات ا تمع، فإف القيمة  نفاديةع تمثل تباين عينة  الدتغتَ S²و لزدودإذا كانت ـ ع تمثل لرتمع ما   : 12 نظرٌة
:الدتوقعة لتباين العينة تكتب

















 


1

1
²²)( ²

N

N

n

n
SE S    

 (1تؤوؿ إلى    N/ (N-1)كبتَ جدا   N)عندما يكوف 

 الانحراف المعياري لتوزيع المعاينة للتباين 

 ع تمثل تباين عينة مسحوبة من ذات ا تمع، فإف: الدتغتَ S²تمثل لرتمع ما و ـ ع Xإذا كانت  : 00نظرٌة 

 
 يقتًب كثتَا من التوزيع الطبيعي.   S²، توزيع  n ≥ 100من أجل 

 الاوحراف المعياري لتوزيع المعايىت للاوحراف المعياري )د( 

 

 S²iالتباينات الدمكنة 

1    
4 1   

6,25 2,25 0,25  
12,3 6,25 2,25 1 
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 µs ≈ S6 و يقتًب كثتَا من التوزيع الطبيعي  S، توزيع  n ≥ 100من أجل 

 توزيع المعاينة لنسبة تباينين 

Fν1, ν2~رأينا في الفصل السابق أف:  

22

11

/

/





X

X
X   مستقلافالعشوائيتاف  الدتغتَاففي حالة 

X1 ~ χ  و 
ν1

χ   و ²
ν2

² X2 ~ .  نستنتبخ ما يلي: 9من النظرية 
نسحب من ا تمعتُ عينتتُ عشوائيتتُ حجمهما على التوالي .   σ²1 , σ²2ياف تبايناهما ليكن لدينا لرتمعاف طبيع : 08نظرٌة 
n1 , n2 : 

1;12
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يكوف تباين الأولى  . ما احتماؿ أف36و 20مسحوبتتُ من لرتمعتُ طبيعيتُ تبايناهما على التوالي  10و 8عينتتُ حجمهما مثال . 
 أكبر من ضع  تباين الثانيةف 

  0.0363.7) P(F7,9, : Exactement0.01.3.7) P(F7,9,05.0:.703.3
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                               = P(F7, 9 > 3.7) 

   P(F7, 9 > 3.7) = 0.036 و في الحقيقة     P(F7, 9 > 3.7) > 0.01 < 0.05 من الجدوؿ نجد

 خلاصة
 . 10إلى  6الجدوؿ التالي يلخص ما ورد في النظريات السابقة من 
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 إحصائية العينة المجتمع المعاينة الخاصية

n

pq
ppE pp  '' ²;)'(  

             

  لرتمع موزع طبيعيا 

 غتَ لزدود 
 p’ ≈ N n ≥ 30 ('p, σp) النسبة

 . الإرجاعنضرب في معامل  'σpلحساب 
 

 الدعاينة نفاديو
 لرتمع طبيعي

 لزدود  
µS – S2 = µS1 – µS2 

µS1 + S2 = µS1 + µS2 
 

σ²S1 – S2 = σ²S1 + σ²S2 

σ²S1 + S2 = σ²S1 + σ²S2 

 

 سحب بالإرجاع
الفرؽ بتُ  لرتمع ما

 إحصائيتتُ ما.

µm1 - m2 ≈ N(0, 1 )

 
≥ 30   n1 وn2 
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SE S

1
²²)( ² 

 

سحب بالإرجاع )أو 
بدوف إرجاع من لرتمع 

 غتَ لزدود(
 nحجمها 

 S²لرتمع ما وتباين عينة 

 E(S²) ≈ σ² n ≥ 30 التباين
2

1~
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²ˆ)1(
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SnnS



 لرتمع طبيعي nحجمها  
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SE S   لرتمع ما لزدود و نفاديةعينةS²  تمثل

 تباين العينة
 N/ (N-1)    1تؤوؿ إلى N  َجداكبت  
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عينتتُ عشوائيتتُ 
 n1حجمهما على التوالي 

, n2 

لرتمعاف طبيعياف تبايناهما 
σ²1 , σ²2 

 

 نسبة تباينتُ
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 الفصل الثالث
 نظرية التقدير 

مثل العينة والدعالم الدناظرة لذا في ا تمع معالم لرموعة من النظريات العلاقة الرياضية بتُ من خلاؿ في الفصل السابق درسنا 
الدتوسط، التباين، النسبة...كما درسنا العلاقة بتُ شكل توزيع ا تمع وشكل التوزيع الاحتمالي لدعالم العينة. تظهر ىذه العلاقات  
كتوصي  لخصائص العينة ومعالدها ولكنها تستخدـ أكثر لتقدير خصائص ومعالم ا تمع لزل الدراسة، وىذا ما سنتعرؼ عليو في 

 ىذا الفصل. 

 رخصائص المقدبعض 
نحتاج إلى اختيار الإحصائية الدناسبة في العينة لتقدير ىذه الدعلمة. غالبا ما تكوف الدعلمة  ،لتقدير معلمة من معالم لرتمع لزل دراسة

. تسمى الإحصائية الدستخدمة في  µmمن خلاؿ متوسط العينة µالدناظرة في العينة ىي أحسن مقدر، كأف نقدر متوسط ا تمع 
 ير الدقدر. التقد

 Unbiasedالمقدر غير المتحيز 

 لدعلمة ا تمع. الدعلمة ا تمع إذا كاف متوسطها أو توقعها الرياضي مساوينقوؿ عن إحصائية ما بأنها مقدر غتَ متحيز 

في  S²ة في الدقابل نسمي الإحصائي . E(m) = µلأف  µمقدر غتَ متحيز لدتوسط ا تمع أنو  m: نقوؿ عن متوسط العينة مثال
مقدرا غتَ  S²n/(n-1)  S’²= ، بينما تعتبر الاحصائية E(S²) = σ² (n-1)/n ≠ σ² لأف σ²مقدر متحيز ؿ معاينة بالإرجاع أنها 

 متحيز في معاينة بالإرجاع. 

 Efficient الكفاءة
( نفس الدتوسط نقوؿ عن الدقدر ذو تتعلق كفاءة مقدر ما بمقدار التباين لتوزيع الدعاينة للإحصائية، فإذا كاف لدقدرين )إحصائيتتُ

 توزيع الدعاينة الأقل تباينا أنو الأكثر كفاءة. 
مقدرا أكثر كفاءة  mالدتوسط لكن يعتبر  ،  µ: لكل من توزيعي الدعاينة للمتوسط والوسيط نفس الدتوسط ىو متوسط ا تمعمثال

 أقل من تباين توزيع الدعاينة للوسيط : V(m) = σ²/n من الوسيط لأف تباين توزيع الدعاينة للمتوسطات  µلدتوسط ا تمع
V(méd) = σ²π/2n = (σ²/n) (3.14159/2)      >      σ²/n . 

 استخداـ مقدرات فعالة وغتَ متحيزة ىو الأفضل، إلا أنو قد يلجأ لدقدرات أخرى لسهولة الحصوؿ عليها.أف من البديهي 

      Convergence  التقارب

 متقارب إذا كاف يؤوؿ إلى قيمة الدعلمة الدقدرة عندما يؤوؿ حجم العينة إلى ما لا نهاية. نقوؿ عن مقدر أنو

 : يعتبر متوسط العينة مقدرا متقاربا لدتوسط ا تمع لأف: مثال
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)(,)(  
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